Exo7

Limites de fonctions

1 Théorie

Exercice 1

1. Montrer que toute fonction périodique et non constante n’admet pas de limite en +oo.

2. Montrer que toute fonction croissante et majorée admet une limite finie en +oo.

Indication V¥ Correction V Vidéo N [000612]

Exercice 2

. oV I1I+x—+1—x
1. Démontrer que hrr(l) =1.
X— X

, 14" —+/1—x"
2. Soient m,n des entiers positifs. Etudier lim VIt —yi—x .

x—0 x"
) 1 . 1
3. Démontrer que lim — (/1 +x+x>—1) = —.
x—0 X 2
Indication V Correction V¥ Vidéeo A [000609]

2 Calculs

Exercice 3

Calculer lorsqu’elles existent les limites suivantes

2 2
. X" +2 x| . x*+2 x| . -4
Cl) hmxg)() — b) 11mx*>7c>o Y C) hmxﬁz 23342
. in2 . v/ —/ 2 .
d) limy_, 5 li"‘ - e) lim,_,0 Vit vi® f) imy i evV/x+5—/x—3
cosx X
3
: V14x2—1 : -1
g) lim, 0 x;c h) lim, ;;,1
Indication V¥ Correction ¥ Vidéo W [000616]

Exercice 4

Calculer, lorsqu’elles existent, les limites suivantes :
xn+1 _ an-i—l

lim =~
x—o Xt — o

tanx — sinx

im —
x—0 sinx(cos 2x — cosx)’


http://exo7.emath.fr
http://www.youtube.com/watch?v=OEzb_HFP0yM
http://www.youtube.com/watch?v=db5yEXsEbYc
http://www.youtube.com/watch?v=OYJj7QRtecs

lim {\/x+1/x+vx— VX,
X—r+o0

Vi—Jo—vx—a

lim oa>0
x—at X2 — o2 o )
. 1
limxE [ — ],
x—0 X
. & — 2
m-—-———-—-
x—2 x2 +x—6 ’
X4
lim ——————, enfonctionde @ € R.
x—eo | 4 x%sin“ x
Indication Vv Correction V¥ Vidéo H [000628]
Exercice 5
Calculer :
. e L . 1
im ———, lim (In(1+e7))%, lim x™-0.
x—0 2 4+ sin < X— oo x—=0+
Indication Vv Correction V Vidéo W [000635]
Exercice 6
Trouver pour (a,b) € (RT)?:
1
) a’ +b"\~
lim .
x—07t 2
Indication Vv Correction V¥ Vidéo A [000638]

Exercice 7

Déterminer les limites suivantes, en justifiant vos calculs.

x+2
im —
x—0t x¢Inx

2. lim 2xIn(x+ v/x)
x—0F

1.

X —=2x243
X—rFo0 xInx
eVatl
4. lim
x>+ x4+ 2
5. lim M3
x—07t 2x
I x—1
im —
x—0t ln(x—l— 1)

3
7. lim 2 1n<x +4)

x——oo x4 1 1—x2

8. lim (x*—1)In(7x° +4x*43)

x—=(=1)"

9. lim (x—2)*In(x’ —38)

x—2+


http://www.youtube.com/watch?v=llaMFH13iLQ
http://www.youtube.com/watch?v=rxI8iTwhH6E
http://www.youtube.com/watch?v=UAO0DkHX2EQ

x(x*—1)

10. lim o
o0¢ In(x+ 1)

11. lim (xlnx—xIn(x+2))

X—r+oo

2

X X

. et—e

12. lim 5
X—too X4 —X

13. lim (14x)™

x—0t

14. Lim (Hl)x
x—+o0 \x — 3

x3+5)fz++'l

15, tim (55

X—> o0

e"+1>x+11

16. i (
1m x+2

X—r+o0

1
17. lim (In(1 s
Jim (In(1+2))
()
18. lim *

x—too x(x)

19, fim &FD

X——o00 xx+1

20. xgrfw 1+ e3

Correction V

xy/In(x>+1)

[000623]




Indication pour ’exercice 1 A

1. Raisonner par 1’absurde.

2. Montrer que la limite est la borne supérieure de 1’ensemble des valeurs atteintes f(R).

Indication pour I’exercice 2 A

Utiliser I’expression conjuguée.

Indication pour ’exercice 3 A

Réponses :

1. La limite a droite vaut +2, la limite a gauche —2 donc il n’y a pas de limite.

2. —oo

3.4

4.2

5. 4

6. 0

7. % en utilisant par exemple que @®> — 1 = (a— 1)(1 +a+a*) pour a = V1 + 2.
;. |

Indication pour ’exercice 4 A

1. Calculer d’abord la limite de f(x) = £=¢"

Utiliser cos2x = 2cos®x — 1 et faire un changement de variable u = cosx.

Utiliser I’expression conjuguée.

Diviser numérateur et dénominateur par v/x — & puis utiliser I’expression conjuguée.

On a toujours y— 1 < E(y) <y, posery = 1/x.

Diviser numérateur et dénominateur par x — 2.

N e kv

Pour ¢ > 4 il n’y a pas de limite, pour o < 4 la limite est +-oo.

Indication pour I’exercice 5 A

Réponses : 0, é, e.
1

1. Borner sin ..
2. Utiliser que In(1+1¢) =¢- u(¢), pour une certaine fonction u qui vérifie p(¢) — 1 lorsque t — 0.

3. Utiliser que ¢’ — 1 =1 - u(t), pour une certaine fonction it qui vérifie ((z) — 1 lorsque t — 0.

Indication pour I’exercice 6 A

Réponse: v ab.




Correction de ’exercice 1 A

1. Soit p > 0 la période: pour tout x € R, f(x+ p) = f(x). Par une récurrence facile on montre :
VvneN VxeR  f(x+np)=f(x).

Comme f n’est pas constante il existe a,b € R tels que f(a) # f(b). Notons x, =a+np et y, =
b+ np. Supposons, par ’absurde, que f a une limite £ en +oo. Comme x,, — +oo alors f(x,) — ¢. Mais
f(xn) = fla+np) = f(a), donc £ = f(a). De méme avec la suite (y,): y, — +oo donc f(y,) — £ et
fn) = f(b+np) = f(b),donc £ = f(b). Comme f(a)# f(b) nous obtenons une contradiction.

2. Soit f: R — R une fonction croissante et majorée par M € R. Notons
F=fR)={f(x) [ xeR}.

F est un ensemble (non vide) de R, notons £ = sup F'. Comme M € R est un majorant de F, alors £ < 4o,
Soit € > 0, par les propriétés du sup il existe yp € F tel que £ — & < yg < . Comme yg € F, il existe
xo € R tel que f(xp) = yo. Comme f est croissante alors:

Vx=xo  f(x) = flxo) =yo > {—¢.

De plus par la définition de ¢:
VxeR f(x) <L

Les deux propriétés précédentes s’écrivent:
Vx > xg l—e < fx) <UL

Ce qui exprime bien que la limite de f en oo est /.

Correction de I’exercice 2 A
Généralement pour calculer des limites faisant intervenir des sommes de racines carrées, il est utile de faire
intervenir “I’expression conjuguée":

g a=vb)(a+Vb)  a-b
va—vb= Va+vb C Va+Vb

Les racines au numérateur ont “disparu" en utilisant I’identité (x —y)(x+y) = x> —y%.
Appliquons ceci sur un exemple :

A R A
(V1I+x"—/T—x")(/1T+x"+/1—x")
(V14 x"4+/1—x")

f()

142" — (1—x")
(VT /T —xm)
B 2™
(VT X"+ /T—x)

22X

IRV e T

Et nous avons 5

lim =

=0 /T4 X"+ /1 —x"
Donc I’étude de la limite de f en O est la méme que celle de la fonction x — x"".
Distinguons plusieurs cas pour la limite de f en 0.




* Sim > nalors X", et donc f(x), tendent vers 0.

» Sim=nalors X" " et f(x) tendent vers 1.

* Sim < nalors X" = x,,—l,m = xik avec k = n —m un exposant positif. Si k est pair alors les limites a
droite et a gauche de x]7 sont +co. Pour k impair la limite a droite vaut +oo et la limite a gauche vaut —oo.
Conclusion pour k = n —m > 0 pair, la limite de f en O vaut 4o et pour k =n —m > 0 impair f n’a pas

de limite en 0 car les limites a droite et a gauche ne sont pas égales.

Correction de ’exercice 3 A

2
1. %m‘ =x+ 2%. Si x > 0 cette expression vaut x 42 donc la limite a droite en x =0 est +-2. Six <0

I’expression vaut —2 donc la limite a gauche en x = 0 est —2. Les limites a droite et a gauche sont
différentes donc il n’y a pas de limite en x = 0.

2
2. %zm =x+ 2|ﬁ—| =x—2 pour x < 0. Donc la limite quand x — —oo est —oo.
3. it = W) x2 argque x — 2 cette expression tend vers 4
T2 -3x+2 T (-2)(x—1) T x—12 q p :
sinx __ l1—cos?x __ (1—cosx)(14cosx) _ ..
4. Theosr = Trcoss = Trcosy =1 —cosx. Lorsque x — 7 la limite est donc 2.

5 Vidta—vitx? VI VI4a? % VitV 14x—(1422) _ x—x2 _ 1—x
' x x VIFrVI+2 T x(VIreViHa?)  x(VIFeVI+2) Va2

Lorsque

x — 0 la limite vaut %

- 3 _ _ — Vat5+vx=3 _ x+5-(x—3) _ 8 oo
6. l\./x.—i—S \/(;c 3=(Vx+5—-Vx 3)X@+m_\/ﬁ+m_\/ﬁ+M' Lorsque x — +oo, la
imite vaut 0.

7. Nous avons I’égalité @® — 1 = (a — 1)(1 +a+a?). Pour a = V1 +x2 cela donne :

a—1 a—1 1+x%2—1 1

2 X(ltat+dd) ¥X(+atad) l1+ata®

Lors que x — 0, alors @ — 1 et la limite cherchée est %

Autre méthode : si I’on sait que la limite d’un taux d’accroissement correspond a la dérivée nous avons
une méthode moins astucieuse. Rappel (ou anticipation sur un prochain chapitre) : pour une fonction f
dérivable en a alors

) x)—f(a

i F0) = F(a)

o
lim ==—— "= f'(a).
Pour la fonction f(x) = v/1+x= (1 +x)% ayant f'(x) = 3(1+x)~

VI+a2—1 Vit+x—1 f(x)=f(0) 1

2
3 celadonneena=0:

lim——— =lim—— =lim———~—~~ = f(0) = =.
x—0 x2 x—0 X x—0 x—0 f( ) 3
8. ’21:11 =1+x+x%+---+x". Donc si x — 1 la limite de % est n. Donc la limite de ;;:11 en 1 est %

1

La méthode avec le taux d’accroissement fonctionne aussi trés bien ici. Soit f(x) = x", f/(x) = nx""' et

a=1.Alors ==l = L=/ tend vers (1) =n.

x—1

Correction de I’exercice 4 A




. Montrons d’abord que la limite de
xk— ok

r ===

en o est ka* !, k étant un entier fixé. Un calcul montre que f(x) = x* ! + ox* 2 + 263 +... a1
en effet (X1 + 0¥ 2 + a6 3+ +aF 1) (x — o) =xF — . Donc la limite en x = « est ka*~!. Une
autre méthode consiste a dire que f(x) est la taux d’accroissement de la fonction x*, et donc la limite de
f en o est exactement la valeur de la dérivée de x* en a, soit ko —!. Ayant fait ceci revenons 2 la limite
de I’exercice : comme
anrl _ an+1 xn+1 _ an+l X—a
= X

Xt — o x—a Xt —on’

Le premier terme du produit tend vers (n+ 1)a” et le second terme, étant I’inverse d’un taux d’accroissement,
tend vers 1/(na®~!). Donc la limite cherchée est

(n+1)a" n—|—1a
nen! n

: _ tanx—sinx [P . _ 1—cosx _ 2,
. La fonction f(x) = Tix(cosTr—cosy) S €crit aussi flx)= osicos2r—cosy) OF cos2x = 2cos™x — 1. Posons
u = cosx, alors

1—u l—u 1
flx) = w2 —u—1)  a(l—u)(—1—2u)  ul—1—2u)

1
3

Lorsque x tend vers 0, u = cosx tend vers 1, et donc f(x) tend vers —

— ( x—I—W—ﬁ)( X+ x—i—ﬁ—i—ﬁ)
P VERRVARRVERRVE:

1+\/x+\/;€+1

1 VatvE 1 1 o 4 1
Quand x — 4o alors 7 —0et——=,/;+ e — 0, donc la limite recherchée est 5.

. La fonction s’€écrit

VEVE-VEma_Ei-Va-visa e !

x2—o? C Vr—avxta VJata

Notons g(x) = ﬁ;‘{f alors a I’aide de I’expression conjuguée

ﬂ

f(x)

o) = xX—o _ Vx—a
(Vx—a)(vx+va) Vx+va

Donc g(x) tend vers 0 quand x — . Et maintenant f(x) = % tend vers — TR

1

. Pour tout réel y nous avons la double inégalité y — 1 < E(y) < y. Donc pour y > 0, % < % < 1. On

en déduit que lorsque y tend vers oo alors @ tend 1. On obtient le méme résultat quand y tend vers

—oo. En posant y = 1/x, et en faisant tendre x vers 0, alors xE (%) = %y) tend vers 1.



& —e? e — e? x—2 & —é? x—2 e — &2 1

P4x—6 x—2 Xx2+x—6_ x—2 ><(x—2)(x—|—3): =2 “xy3

e—e

La limite de ©<=5- en 2 vaut e ("X est la taux d’accroissement de la fonction x — ¢* en la valeur x = 2),

la limite Voulue est %

7. Soit f(x) = Hx‘fiimzx Supposons o > 4, alors on prouve que f n’a pas de limite en +oo. En effet pour
pour wu; = 2krx, f(2km) = (2km)* tend vers 4o lorsque k (et donc uy) tend vers +oo. Cependant pour
=2kn+ 7%, f(vi) = +4;‘3’ tend vers O (ou vers 1 si o = 4) lorsque k (et donc v;) tend vers +oo. Ceci
prouve que f (x) n’a pas de limite lorsque x tend vers +-oo.
Reste le cas a < 4. Il existe B tel que a < B < 4.
x* x*P

flx)= 0 @ . o -

14+ x%sin“x iﬁ—l—"—ﬁsm X

Le numérateur tend oo car 4 — § > 0. tend vers 0 ainsi que ﬁ sin?x (car B > a et sin’x est bornée
par 1). Donc le dénominateur tend vers 0 (par valeurs positives). La limite est donc de type +o0/0" (qui
n’est pas indéterminée !) et vaut donc +oco.

Correction de ’exercice 5 A

1. Comme —1 < s1n <+lalors 1 <2+ Sln < +3. Donc pourx > 0, nous obtenons 3 < # < x. On

obtient une 1negahte similaire pour x < 0. Cela implique hm 2+ snl — 0.

2. Sachant que (1+t) — 1 lorsque t — 0, on peut le reformuler ainsi In(1+¢) =¢- u(¢), pour une certaine

fonction u qui Verlﬁe t(t) — 1lorsque r — 0. Donc In(1+e™) = e *u(e™). Maintenant

u(e™) — 1 donc Inu(e ) — 0, donc W — 0 lorsque x — oo,

Bilan : la limite est exp(—1) = 1.

3.

4. Sachant “=! — 1 lorsque x — 0, on reformule ceci en & — 1 = x- W (x), pour une certaine fonction 1 qui
vérifie 1 (x ) — 1 lorsque x — 0. Cela donne In(e* — 1) = In(x- p(x)) = Inx+Inp(x).

1

1
xn(e=1) = exp <l(xl)1nx>
nie* —

1
= (i ™)




Maintenant f1(x) — 1 donc In g (x) — 0, et Inx — —oo lorsque x — 0. Donc 2AX Iut) _, 0. Cela donne

Inx

1 1
In(e*—1) — - — —
xli%{rx xlil’(l)lJr eXp ( 1+ Inpu(x) ) eXp (1) e

Inx

Correction de ’exercice 6 A

Soit

- (£15) -on(tn(27)

g ”’X — 1 lorsque x — O et nous sommes face a une forme indéterminée. Nous

a— 1, 6" — 1 donc

In(1+¢
savons que lim,_,q ul t+)

wu(t) — 1 lorsque t — 0.

= 1. Autrement dit il existe un fonction u telle que In(1+7¢) =17 - u(t) avec

Appliquons cela a g(x) = In (“32). Alors

¢(x) = In <1+ (“x;bx _ 1)) _ (“X;”x _ 1> )

ol u(x) — 1 lorsque x — 0. (Nous écrivons pour simplifier tt(x) au lieu de u("X”’) 1).)

Nous s
avec v(t) — 1 lorsque ¢t — 0.

¢-1 — 1. Autrement dit il existe un fonction v telle que ¢ — 1 =17 v(t)

Appliquons ceci :

aX_;bx _ 1 _ %(exlna+exlnb) _ 1

— ;( xlna —l4e xInb 1)

1
= E(xlna -V(xlna) +xInb-v(xInb))

1
= 5% (Ina-v(xlna)+Inb-v(xInb))

Reste a rassembler tous les éléments du puzzle :

f) = (“}‘;b")i

=22)
) )

x(Ina-v(xlna)+1Inb-v(xInb)) ~[.L(x)>

—_—
=]

Il

o

>

o
A~

I
o
>

o

Il
¢
>
o
7~ N/ N 7 N7 N
2
Ka¥
N~

|
—_

|

[¢]

>4

=
-7 s
=
+
%

N = R |= R|= KR[= x|

I
o
>

o

(Ina-v(xlna)+1nb-v(xInb)) - ,u(x))



Or u(x) — 1, v(xlna) — 1, v(xlnb) — 1 lorsque x — 0. Donc

lim f(x) = exp <; (lna+lnb)> = exp <;ln(ab)> = Vab.

Correction de I’exercice 7 A

(a) —oo
() 0
(c) oo
(d) +oo
(e)
() —o0
(® 0
(h) 0
» 0
(ORY
k) =2
(1) —e
(m) 1
(n) &
(0) 1
(p) e
(q) e
(r) 0
()0
® 0

[\S][8]

10
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